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Portas Ldgicas



Portas légicas: Introducao

@ A dlgebra Booleana pode ser usada para modelar circuitos eletrnicos:

o Entradas e saidas de um circuito podem ser consideradas 0 ou 1.

o Computadores e dispositivos eletronicos em geral sdo compostos por varios
destes circuitos.

@ Os elementos bésicos dos circuitos sdo chamadas portas légicas.

o Cada porta légica implementa uma operagdo Booleana.

@ Os circuitos que vamos estudar n3o tém capacidade de memdria

o Comportamento funcional: saidas dependem apenas das entradas dadas

o Chamamos tais dispositivos de circuitos combinatorios.
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Portas légicas
@ Vamos nos concentrar em trés tipos de portas ldgicas.
o A porta NOT (ou inversor) que ) X
implementa a operagdo de *

complementagio:

o A porta OR, que implementa a X xX+y
operacao de soma Booleana: v >

o A porta AND, que implementa a x —P Xy
operagdo de produto Booleano: y B
o E possivel conside- 4 .
rar portas com varias \ EED—V R TR
X X, ——p

entradas:
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Circuitos combinatdrios

@ Circuitos combinatérios podem ser construidos usando uma combinacdo de
inversores, portas OR e portas AND.

@ Quando sdo formadas combinacdes de circuitos, alguma portas podem
compartilhar entradas.

Exitem maneiras diferentes de representar isto graficamente.

o | Exemplo 1| As figuras abaixo sdo representa¢des distintas do mesmo

circuito combinatério que produz a saida xy + Xy, em que algumas portas
compartilham entradas.
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Cirbuitos combinatdrios

@ | Exemplo 2| Projete um circuito que compute a fungdo Booleana (x + y)x.



Cirbuitos combinatdrios

@ | Exemplo 2| Projete um circuito que compute a fungdo Booleana (x + y)x.

Solucao. O circuito desejado estd desenhado a seguir.

(x+y) X
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Exemplos de circuitos: Votacdao majoritaria

o | Exemplo 3| Um comité de trés individuos decide questdes para uma

organizacao da seguinte forma:

@ Cada individuo vota sim ou n3o para cada proposta que surgir.

@ Uma proposta é aprovada se receber pelo menos dois votos sim.

Projete um circuito que determine se uma proposta é ou ndo aprovada.

Solucao. Comegcamos por modelar as entradas do sistema de votac3o.
Sejam:
e x =1 se o primeiro individuo votar sim, e x = 0 se este individuo votar n3o;
e y = 1 se o segundo individuo votar sim, e y = 0 se este individuo votar n3o;

e z =1 se o terceiro individuo vota sim e z = 0 se este individuo votar n3o.

Ent3o um circuito deve ser projetado que produz a saida 1 a partir das
entradas x, y e z quando dois ou mais de x, y, e z sdo 1.
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Exemplos de circuitos: Votacdao majoritaria

@ | Exemplo 3| (Continuacio)

Para obter uma expressdao Booleana que expresse a fun¢do desejada, vamos
especificar a tabela da funcido de vota¢do majoritaria.

|

el =l =l E=1E=lAS

|| Votagdo majoritaria |
0 Podemos derivar a forma normal dis-
juntiva da expressdo desejada:

XYZ+XxXyz+xyz+xyz

que podemos mostrar ser equivalente a

Xy +xz+yz.

I s I =l =] =] K=Y

z
0
1
0
1
0
1
0
1

== Rlol~lolo
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Exemplos de circuitos: Votacdao majoritaria

@ |Exemplo 3| (Continuag&o)

A votacdo majoritdria é modelada, portanto, pela expressao xy + xz + yz,
que pode ser implementada no circuito a seguir.

y— o s
)—>D—> Xy + Xz + vz
7 ———Pp — P
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Exemplos de circuitos: Somadores

@ | Exemplo 4| Neste exemplo vamos mostrar como circuitos légicos podem ser

usados para realizar a adicdo de inteiros positivos em forma bindria.

Vamos construir o circuito para fazer essa adicdo a partir de alguns circuitos
componentes.

Primeiro, vamos construir um circuito meio somador, que adiciona dois bits
sem considerar o “vai um” de uma adi¢3o anterior.

Tal circuito tem:
o Como entradas: dois bits x e y; e

o Como saidas: dois bits s e ¢, onde s é o bit da soma e c é o bit do “vai um”.

Circuitos assim sao chamados de circuitos de saida multipla, pois tém mais
de um saida.
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Exemplos de circuitos: Somadores

o | Exemplo 4| (ContinuagZo)

A tabela a seguir demonstra o comportamento desejado do meio somador.

Entradas | Saidas

x| y |s]c

0 0 0|0

0 1 1] 0

1 0 110

1 1 0|1
Por conveniéncia,

vamos transformar
expressio de s em
uma equivalente antes
de  implementar

circuito:
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o

Podemos derivar as expressoes:

S=Xy+xy
c=xy
S=Xy+xy (Exp. original)
= (Xy +0)+ (0 + x¥) (Identidade)
= (Xy +y¥y) + (xx + xy) (Prop. do zero)
=(x+y)(x+Yy) (Distrib.)
— (x+)09) (De Morgan)
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Exemplos de circuitos: Somadores

@ | Exemplo 4| (Continuacio)

Assim, um circuito que implementa o meio somador é o seguinte:

>jii: (x+ y)(xy)
—»

Carry = xy

>
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Exemplos de circuitos: Somadores

@ | Exemplo 4| (Continuacio)

Agora, para completar o somador, vamos projetar um somador completo,
que considera o “vai um” de uma soma de bits anterior.

Este circuito tem:

o Como entradas: dois bits x e y, além de um bit de “vai um" ¢;

o Como saidas: dois bits s e ¢, onde s é o bit da soma e ¢;j+1 é o bit do “vai um”.
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Exemplos de circuitos: Somadores

o | Exemplo 4| (ContinuagZo)

A tabela a seguir demonstra o comportamento desejado somador completo.

Entradas | Saidas
X ‘ Y ‘ G | S \ Cit1
0j|0|0|0] O
0ojo0j1|1] O
0O(1|0{1] O
o(1|1(0]| 1
1/{0(0(1] O
1/0(1(|0]| 1
1/1]0(|0]| 1
11111 1
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Podemos derivar as expressoes:

Xyci+XycC+Xyc+xyc

Ciy1 =XYC+Xyci+XxyGC+xyci
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Exemplos de circuitos: Somadores

@ O circuito do somador completo encontra-se abaixo.

§ = Xyc; + xyc; + Xyc; + Xyc

(x+y)(xy)

X —P Half

Half

adder

Ciy] = XYC; + XYC;+

y > adder

'E xyc; + Xyc;

i

Note que poderiamos ter construido o somador completo diretamente a partir
das férmulas derivadas para s e ¢;j11, mas optamos por uma forma
equivalente usando meio-somadores, que é um componente que ja
projetamos. (Desafio: vocé pode checar que a implementacdo é equivalente

usando tabelas da verdade!)

A prética de construir circuitos maiores usando componentes ja desenhados é

muito comum no projeto de circuitos reais.
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Exemplos de circuitos: Somadores

o |Exemplo 4| (Continuag&o)

Para finalizar o exemplo,
vemos um circuito para so-
mar dois inteiros de 3 bits
cada, usando um meio so-
mador e dois somadores
completos.

Y0 — Half
Yo > adder
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(@) (a) () (“vai um")
X2 x;  xp (17 parcela)
+ 32 yi Yo (2° parcela)
S3 S si s (resultado)
- » 50
0
' —> S
Full
adder |
4 _’ \:
Full
adder
» _> Cy =583
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Minimizacao de Circuitos



Minimizac3o de Circuitos: Introducdo

@ A eficiéncia de um circuito combinatério depende do niimero e da disposicdo
de suas portas.

@ O processo de projetar um circuito combinatério comeca com a tabela
especificando a saida para cada combinag3o de valores de entrada.

@ Podemos sempre usar a forma normal disjuntiva (DNF) pra implementar um
circuito.

o No entanto ela pode conter mais termos do que o necessario.

@ Veremos como simplificar expressdes Booleanas para minimizar circuitos que
as implementam.
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Minimizac3o de Circuitos: Introducdo

@ | Exemplo 5| Considere a seguinte simplificacdo de uma expressdo Booleana:

xyz + xyz = (y +y)xz (distributividade)
= 1xz (unidade)
= xz (identidade)

Note que a implementacdo de um circuito para a mesma fun¢do pode ser
muito mais econdmica ap6s a simplificac3o:

\—’ XyZ
o
!

XyZ + Xyz X I X7
j > ' c—— > ’

X

S
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ A minimizagdo de fun¢des Booleanas:

e reduz o nimero de portas em um chip, produzindo circuitos mais confidveis e
baratos,

e possibilita a implementa¢do de mais circuitos em um mesmo chip, contribuindo
para a minimizacdo do tamanho fisico de componentes eletrdnicos, e

e reduz o tempo usado por um circuito para calcular sua saida.

@ Estudaremos o procedimento conhecido como mapas de Karnaugh ou
mapas-K)

o Projetado na década de 1950 para ajudar a minimizar os circuitos a mio.

o Uteis na minimizac¢3o de circuitos com até seis varidveis (embora se tornem
bastante complexos para cinco ou seis varidveis.)
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ Considere as DNFs de funges Booleanas de duas varidveis x e y.

@ Existem quatro mintermos possiveis:
e Xy e Xy o yx o Xy
@ O mapa de Karnaugh correspondente tem quatro B
células, uma pra cada mintermo y y
e "“1" é colocado na célula se o mintermo ocorrer
da DNF x| xy Xy
o Células s3o ditas adjacentes se os mintermos que
elas representam diferirem exatamente um literal. - _ -
X Xy XYy
@ Por exemplo, a célula que representa x y é adja-

cente as células que representam Xy e xV.
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 6 | Encontre mapas de Karnaugh para as expressoes Booleanas:

Q xy+Xxy Q@ xy+Xxy @ xy+Xy+Xxy
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 6 | Encontre mapas de Karnaugh para as expressoes Booleanas:

Q xy+Xy Q xy+Xxy @ xy+Xxy+Xy

Solucdo. Os mapas de Karnaugh sdo dados abaixo.

=1
[a—
=1
Ja—
—_
—
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ O mapa de Karnaugh identifica mintermos a serem combinados:

@ Mintermos adjacentes com 1s em suas células podem ser combinados em um
produto envolvendo apenas uma das variaveis.

@ A outra varidvel ocorre com e sem complemento
@ Por exemplo, xy e Xy sdo adjacentes e podem ser combinados em y porque

XY+Xy = (x+X)y = 1y =y
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ O mapa de Karnaugh identifica mintermos a serem combinados:

@ Mintermos adjacentes com 1s em suas células podem ser combinados em um
produto envolvendo apenas uma das variaveis.

@ A outra varidvel ocorre com e sem complemento
@ Por exemplo, xy e Xy sdo adjacentes e podem ser combinados em y porque

XY+Xy = (x+X)y = 1y =y

@ Se todas as células contém 1s, os quatro mintermos podem ser combinados,
eliminando todas as varidveis e resultando na expressdo Booleana 1.
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ O mapa de Karnaugh identifica mintermos a serem combinados:

@ Mintermos adjacentes com 1s em suas células podem ser combinados em um
produto envolvendo apenas uma das variaveis.

@ A outra varidvel ocorre com e sem complemento

@ Por exemplo, xy e Xy sdo adjacentes e podem ser combinados em y porque

XY+Xy = (x+X)y = 1y =y

@ Se todas as células contém 1s, os quatro mintermos podem ser combinados,
eliminando todas as varidveis e resultando na expressdo Booleana 1.

@ Circulamos blocos de células no mapa de Karnaugh, representando os
mintermos que podem ser combinados.

@ O objetivo é identificar os maiores blocos possiveis
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

o | Exemplo 7 | Simplifique as somas de produtos das expressdes Booleanas do

exemplo anterior:

Q xy+Xy

Q@ xy+Xxy

@ xy+Xy+Xxy

Solucdo. Agrupamos os mintermos com o procedimento descrito
anteriormente, obtendo os seguintes mapas de Karnaugh:

y

]

v

v

X 1

1
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 7| Simplifique as somas de produtos das expressdes Booleanas do

exemplo anterior:

Q xy+Xxy Q@ xy+Xxy Q@ xy+Xy+Xy

Solucdo. Agrupamos os mintermos com o procedimento descrito
anteriormente, obtendo os seguintes mapas de Karnaugh:

amEmcENG
U OBRdao

A partir dos mapas acima, podemos encontrar as férmulas minimizadas:

Q vy Q xy+Xxy Q xX+y °
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ O processo de simplificacdo de uma expressdo em um mapa de Karnaugh de
trés varidveis é semelhante aquele usado para duas varidveis.

@ Um mapa de Karnaugh de trés varidveis x, y, z é um retangulo dividido em
oito células, uma para cada mintermo possivel:

e Xyz, o X

<I
°
x|

<l
N
o

z, e Xyz,

o XyzZ, e Xyz, o XyzZ,

<
°

x|

<|
NI

@ Duas células sao ditas adjacentes se os mintermos que eles representam
diferem em exatamente um literal.

@ Podemos formar um | a2
mapa de Karnaugh em
trés varidveis assim:
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ Blocos de duas células adjacentes (tamanho 1 x 2 ou 2 x 1) representam
mintermos que podem ser combinados em um produto de dois literais.

@ Blocos de tamanho 2 x 2 e 4 x 1 representam mintermos que podem ser
combinados em um dnico literal.

@ O bloco de todas as oito células representa um produto sem literais, ou seja,
a funcdo Booleana 1.
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 8| Exemplos de blocos de células adjacentes em um mapa de

Karnaugh de 3 varidveis e suas expressoes equivalentes minimizadas:

hZ4 Yz vz yz

=1
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Minimizacao de circuitos:

@ | Exemplo 8| (Continuacio)

vz vz vz yz

Ll
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Mapas de Karnaugh

NI

x|
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 8| (Continuagido)

yZ vz yZ 4

X XYZ+XyZ+xyz+xyz+

+Xyz4+XyZ+xXyZ4+xyz = 1
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ O produto de literais que correspondem a um bloco sé de 1s é chamado de
implicante da funcdo sendo minimizada.

@ Um implicante é chamado de implicante primo se ele n3o estiver contido em
um bloco maior de 1s representando o produto de menos literais.

@ O objetivo é identificar os maiores blocos possiveis no mapa e cobrir todos os
1s com o menor nimero de blocos, usando os maiores blocos primeiro.

@ Os maiores blocos possiveis sempre s3o escolhidos, mas devemos escolher um
bloco sempre que ele for o (nico cobrindo um 1 no mapa de Karnaugh.

Tal bloco representa um implicante primo essencial.

@ Ao cobrir todos os 1s no mapa com blocos correspondentes aos implicantes
primos podemos expressar a soma dos produtos como um soma dos
implicantes primos.

Note que pode haver mais de uma maneira de cobrir todos os 1s usando o
menor niimero de blocos.
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 9| Vamos usar mapas de Karnaugh para minizar as seguintes

expressoes Booleanas de 3 varidveis.

a) XyZ+xyz+Xxyz+Xxyz

X <1 1 Expressdo minimizada:

Q J XZ+yZ+Xyz
1 1

b) XYZ+XYZ+Xyz+Xyz+Xxyz

=1

vz VZ )4 vz

X (1 11 Expressdo minimizada:
7; 7 y+Xxz
X 1 1 Q
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 9| (Continuagdo)

C) Xyz+XxyZ+xyz+xyzZ+Xyz+Xxyz+Xxyz

<I

VZ VZ

>

d) xXyZ+xyzZ+xXyz+Xxyz

s

=<
—_

yZ VZ ¥z VZ

—

X 1 1

J
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Expressdo minimizada:

X+y+z

Expressdo minimizada:
XZ+XYy

(Note que n3o precisamos incluir yz
porque as células ja estdo cobertas por

outros mintermos.)
°
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ Mapas de Karnaugh com 4 varidveis funcionam de forma andloga aos mapas
com menos variaveis.

@ A forma geral de um mapa de Karnaugh de 4 varidveis é a seguinte:

wx | wxyz | wxyZ | wxyZ | wxyz

WX | wXyz WXyzZ wXyz
WX | wXyz WXyZ WXyZ WXyz
WX | Wxyz WXyZ | WxyZ WXyZ
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 10| Exemplos de blocos de células adjacentes em um mapa de

Karnaugh de 4 variadveis e suas expressoes equivalentes minimizadas:

yZ
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WXYyzZ+wXyz = WXZ
WXYyzZ+WwWXyzZ+
+wXyz+wxyz = WX
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 10| (Continuagio)

¥z

Yz

V2
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WXYyZ+wXxXyz+
+tWXyz+WwWxyz

Xz

NI
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 11| Vamos usar mapas de Karnaugh para minizar as seguintes
expressdes Booleanas de 3 variaveis.

a) WXy z+wxyZHwxyYZ+wXy z+wXy Z+WXYZ+WXY z+ WXy Z+ WXy Z

VZ r4
o
WX w (1 1) Expressdo minimizada:
(]

]: WYyZ+wXZ+wXy+wXy+wxyz

‘T‘ \ @
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ |Exemplo 11| (Continuag&o)

b) WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYyZ

vz vz VZ yz

]

WX ( 1) 1 Expressdo minimizada:

YZ+wXy+XZ

WX 1 1

wx \1/
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Minimizacao de circuitos: Mapas de Karnaugh

@ | Exemplo 11| (Continuac3o)

C) WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYZ+WXYyZ+WXYyZ+WXyz+
WXyz+WXyzZ+WwWXyz

vz VZ yzZ yz

WX 1 1

WX <1 1> 1 Expressdo minimizada:
Z+wWXx+wXxy
wx <1 1 1 1>
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Minimizacao de circuitos: Método de Quine-McCluskey

@ Como ja discutimos, mapas de Karnaugh s3o dteis na minimizacdo de
circuitos com até seis varidveis, mas eles se tornem bastante complexos para
cinco ou seis varidveis.

@ Para minimizar circuitos com mais de 6 varidveis existe o método
Quine-McCluskey, que foi inventado nos anos 60.

@ Este método automatiza o processo de minimizar circuitos combinatdrios e
pode ser implementado como um programa de computador.

(Neste curso, entretanto, ndo vamos estudar o método de Quine-McCluskey:
este contetido é coberto em curso de hardware.)
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