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Introducao

@ Em diversas situacdes é preciso deduzir conclusoes a partir de premissas:

@ em matemadtica: estabelecer verdades absolutas (teoremas),

@ em ciéncia da computagio: verificar que propriedades de um sistema s3o
validas, dada sua especificacdo,

© em politica/filosofia: demonstrar que certas ideias sdo bem fundamentadas.

@ O processo de derivar conclusdes de premissas é uma argumentacao.

@ Uma demonstragao é uma argumentacdo, formal, de que a verdade de uma
afirmag3o segue a partir da verdade de um conjunto de premissas.
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Demonstracdes em légica proposicional

Uma demonstracao é uma sequéncia de proposicdes.

As proposicoes iniciais sdo chamadas de premissas.

A proposicdo final é chamada de conclusao.

Cada proposicdo além das premissas deve ser derivada por um argumento
valido.

@ Uma demonstracao valida é aquela em que a verdade de suas premissas
implica, através de argumentos vélidos, na verdade de sua conclusao.

o Em outras palavras: toda valoracdo que torna as premissas verdadeiras deve
também tornar a conclusdo verdadeira.
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Argumentos validos em légica proposicional

o | Exemplo 1| Considere o seguinte argumento envolvendo proposicdes:

1. “Se vocé estd matriculado em Introducdo a Légica Computacional, vocé tem
acesso a pagina da disciplina.”

2. "“Vocé estd matriculado em Introducdo a Légica Computacional.”
Logo,
3. “Vocé tem acesso a pagina da disciplina.”
Essa € uma argumentacdo viélida?

Ou seja, é verdade que a conclusdo (3) é verdadeira sempre que as premissas
(1) e (2) forem ambas verdadeiras?
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Argumentos validos em légica proposicional

@ |Exemplo 1| (Continua¢&o)

Solucdo. Vamos analisar a estrutura do argumento.

Sejam as proposicdes:
o p: “Vocé estd matriculado em Introdugcdo a Légica Computacional”, e
e q: “Vocé tem acesso a pagina da disciplina”.

O argumento anterior pode ser visualizado como

P pP—q
q

representando que

@ se as premissas p e p — q sdo verdadeiras

@ entdo a conclusdo g é verdadeira
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Argumentos validos em légica proposicional

@ |Exemplo 1| (Continua¢&o)

Considerando p e g como varidveis Premissas || Conclusao
proposicionais, podemos usar uma ’ p \ q \ pP—q \ p q
tabela da verdade para verificar que T T T T T
sempre que as premissas s3o TIF F T F
verdadeiras, a conclusdo também é. FlT T F T

F|F T F F
Assim, o argumento

P pP—q

é valido.

o Note que (p A p — q) — ¢ é uma tautologia!

Demonstracdes 6 /34



Argumentos validos em légica proposicional

@ Um argumento véalido pode ser interpretado como uma regra de
preservacao da verdade:

1. De premissas verdadeiras um argumento vélido garante uma conclusdo
verdadeira.

2. Por outro lado de premissas falsas qualquer conclusio é possivel.
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Argumentos validos em légica proposicional

@ Um argumento invalido é aquele em que a verdade das premissas ndo
garante a verdade da conclusdo.

@ | Exemplo 2| Mostre que o argumento a seguir é invélido.

P—4q q
p
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Argumentos validos em légica proposicional

@ Um argumento invalido é aquele em que a verdade das premissas ndo
garante a verdade da conclusdo.

@ | Exemplo 2| Mostre que o argumento a seguir é invélido.

p—q q
p

Solucao.

A terceira linha da tabela da verdade Premissas || Conclusao
mostra que as premissas p — g e g ’ P \ q \ p—>q\ q p
podem ser ambas verdadeiros, e T T T T T
mesmo assim a conclusdo g ser falsa. T F F F T
Assim, o formato de argumento é FlT T T 5
invalido. FIF T F F
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Argumentos validos em légica proposicional

@ Um argumento invalido é aquele em que a verdade das premissas ndo

garante a verdade da conclusdo.

@ | Exemplo 2| Mostre que o argumento a seguir é invélido.

p—q q
p

Solucao.

A terceira linha da tabela da verdade Premissas || Conclusao
mostra que as premissas p — g e g ’ P \ q|pP—(q \ q p
podem ser ambas verdadeiros, e T T T T T
mesmo assim a conclusdo g ser falsa. T F F F T
Assim, o formato de argumento é FlT T T 5
invalido. FIF T F F

@ Note que (p — g A g) — p ndo é uma tautologia!
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Argumentos validos em légica proposicional

o | Exemplo 2| (Continuagio)

Como um exemplo de como este formato de argumento é invélido, note que
das premissas

o '"Se Bill Gates ganhar na loteria, ele fica rico” e

o “Bill Gates € rico”

nao se pode concluir que necessariamente

o "Bill Gates ganhou na loteria”.
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Validade vs. verdade

@ A validade é uma propriedade do argumento.

@ A verdade é uma propriedade das premissas e conclusdes do argumento.

+ [Bemo 3]

Considere o argumento

“Se a Franga é um pais rico, entdo sua lingua oficial € o inglés.”
“A Franca é um pais rico.”
“A lingua oficial da Franga € o inglés.”

Este argumento é um argumento vilido.

Note, entretanto, que sua primeira premissa é falsal, assim como sua
conclusdo é falsa.

INa valoracdo que usariamos para estas proposicdes que corresponde a nossa realidade.
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Argumentos validos em légica proposicional: validade vs.
verdade

@ | Exemplo 3| (Continuacio)

Considere o argumento:

“Se Londres é uma metrépole, entdo ela tem prédios altos.”
“Londres tem prédios altos.”
“Londres é uma metrdpole.”

Este argumento é um argumento invalido.

Note, entretanto, que sua conclusdo é verdadeira?.

(Porém a veracidade da conclus3o é incidental: ela n3o segue
necessariamente da verdade das premissas.)

2Na valoracio que usariamos para estas proposices que corresponde 3 nossa realidade.
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Argumentos validos em légica proposicional: validade vs.
verdade

@ Em resumo, a conclusdo de um argumento é garantidamente verdadeira se:

@ o argumento for vélido, e

@ todas as suas premissas forem verdadeiras.

Caso contrario, a verdade da conclusdo n3o é garantida.

Demonstracdes 12 / 34



Regras de inferéncia para légica proposicional

@ Argumentos vélidos correspondem a tautologias

o Nés os chamamos de regras de inferéncia

@ Demonstracbes complexas podem ser dificeis de verificar

o Por exemplo, a tabela de verdade de uma demonstracdo envolvendo 10
varidveis tem 2'° = 1024 linhas.

o Construimos demonstragdes através de passos mais simples, usando regras de
inferéncia.
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Regras de inferéncia



Regras de inferéncia para légica proposicional

@ Modus ponens (do latim para “modo de afirmacdo”):

P P—q

q MP

A regra de modus ponens nos diz que:
1. se uma afirmagdo condicional p — g é verdadeira,
e

2. a hipdtese p do condicional é verdadeira,

entdo

3. a conclusdo g do condicional é necessariamente verdadeira.
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Regras de inferéncia para légica proposicional

@ | Exemplo 4| Suponha que saibamos que

1. “Se fizer sol hoje, eu vou ao clube”,
e que
2. "Esta fazendo sol hoje”,
entdo, por modus ponens, podemos concluir que

3. “Eu vou ao clube.”
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Regras de inferéncia para légica proposicional

@ Algumas regras de inferéncia comuns na légica proposicional:

Nome Inferéncia
p p—q

Modus MP

ponens q

Modus P4 —q MT

tollens K
Silogismo pP—a a-r SH
hipotético p—r
Silogismo pVa P sD
disjuntivo q

Nome Inferéncia
Adicio _P 0
disjuntiva PVa
Simplificagdo pPAa SC
conjuntiva p
Adicdo LN
conjuntiva PAq
Resolugdo PVa A R
qVr
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Regras de inferéncia para légica proposicional

@ | Exemplo 5| Justifique a argumenta¢do abaixo:

“Se Zeus é humano, entdo Zeus é mortal.
Zeus ndo é mortal.

Logo, Zeus ndo é humano.”
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Regras de inferéncia para légica proposicional

@ | Exemplo 5| Justifique a argumenta¢do abaixo:

“Se Zeus é humano, entdo Zeus é mortal.
Zeus n3o é mortal.
Logo, Zeus ndo é humano.”
Solugdo. Sejam
e p a proposicdo “Zeus é humano”, e
e g a proposicao “Zeus é mortal”.
O argumento utilizou modus tollens

p—q -q
—p
para concluir —p, ou seja, que Zeus n3o é humano.

MT
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Regras de inferéncia para légica proposicional

o | Exemplo 6| Justifique a argumentagao abaixo:

“Se chover hoje, ndo faremos um pique-nique hoje.
Se ndo fizermos um pique-nique hoje, faremos um pique-nique amanha.

Logo, se chover hoje, faremos um pique-nique amanha.”
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Regras de inferéncia para légica proposicional

o | Exemplo 6| Justifique a argumentagao abaixo:

“Se chover hoje, ndo faremos um pique-nique hoje.
Se ndo fizermos um pique-nique hoje, faremos um pique-nique amanha.
Logo, se chover hoje, faremos um pique-nique amanha.”
Solugdo. Sejam
e p a proposicdo “Chove hoje”,
e g a proposicao “Ndo faremos um pique-nique hoje”, e
e r a proposi¢do “Faremos um pique-nique amanh3”.

O argumento utilizou silogismo hipotético

p—q q—r
p—r

SH

para concluir p — r, i.e., que se chover hoje faremos um pique-nique amanh3.
[ ]
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

o E possivel que precisemos aplicar varias regras de inferéncia para demonstrar
uma conclusdo a partir de premissas.

@ | Exemplo 7| Mostre que as premissas

@ “Esta tarde ndo estd ensolarada, e estd mais frio hoje que ontem.’

’

@ “N6s vamos nadar somente se estiver ensolarado.”
@ “Se nés n3o formos nadar, vamos andar de canoa.”

@ “Se formos andar de canoa, estaremos em casa ao do pér do sol.”
levam a conclusio:

“Estaremos em casa ao pér do sol.”
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

o | Exemplo 7| (Continuagio)

Solucdo. Para formalizar os fatos que vocé sabe, vamos usar as proposicdes:

o p: “Esta tarde estd ensolarada.”

o q: "“Esta mais frio hoje que ontem.”
e r: “Nés vamos nadar.”

e s: “NGSs vamos andar de canoa.”

o t: “Estaremos em casa ao por do sol.”

Assim, as premissas s3o:

@ -pAg @ r—p @ —r—s @ s—t
E a conclusdo é t.
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

o | Exemplo 7| (Continuagio)

Podemos construir um argumento para mostrar que as premissas levam a
conclusdo da seguinte forma:

Demonstracdes

Justificativa

Premissa (a)

Simplificagdo usando (1)
Premissa (b)

Modus tollens usando (2) e (3)
Premissa (c)

Modus ponens usando (4) e (5)
Premissa (d)

Modus ponens usando (6) e (7)
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

@ | Exemplo 8| Ao sair para a universidade de manha eu percebo que n3o estou

usando meus dculos.

Ao tentar descobrir onde estdo meus 6culos, me lembro dos seguintes fatos,
que sdo todos verdadeiros:

Q

©

Se meus 6culos est3o na bancada da cozinha, ent3o eu os vi durante o café da
manha.

Eu estava lendo o jornal na sala ou estava lendo o jornal na cozinha.

Se eu estava lendo o jornal na sala, entdo meus Sculos estdo na mesinha de
centro.

Eu n3o vi meus 4éculos durante o café da manha.
Se eu estava lendo um livro na cama, ent3o meus dculos est3o no criado-mudo.

Se eu estava lendo o jornal na cozinha, entdo meus 6culos estdo na bancada
da cozinha.

Usando regras de inferéncia validas, quero deduzir onde estdo meus éculos.

Demonstracdes
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

@ | Exemplo 8| (Continuagdo)

Solugdo. Para formalizar os fatos que eu sei, vamos usar as proposicdes:

p:

u:

v

“Os meus JSculos estdo na bancada da cozinha.”

“Eu vi meus 6culos durante café da manh3.”

. "Eu estava lendo o jornal na sala.”
: “Eu estava lendo o jornal na cozinha.”

. “Meus Sculos estdo na mesinha de centro.”

“Eu estava lendo um livro na cama.”

“Meus 6culos estdo no criado-mudo.”

Assim, os fatos que eu sei sdo:

@ p—gq @ r—t
@ rvs @ —¢g

Demonstracdes

@ u—v

@ s—p
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

@ |Exemplo 8| (Continua¢&o)

Se eu quero deduzir onde estdo os culos eu preciso que os fatos que eu sei
me permitam concluir:

e ou p (6culos na bancada da cozinha)
e ou t (éculos na mesinha do centro)

e ou v (6culos no criado mudo)

@ Note que o “ou” acima deve ser exclusivo para que o conjunto de férmulas
que estamos escrevendo faca sentido.

e Os éculos ndo podem estar simultaneamente em mais de um lugar.

e Logo eu ndo devo conseguir deduzir simultaneamente mais do que uma das
opgdes acima a partir das premissas.
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Usando regras de inferéncia para construir demonstracoes

@ | Exemplo 8| (Continuacio)

Podemos deduzir que os éculos se encontram na mesinha do centro da
seguinte forma.

Passo Justificativa

l.p—=gq Premissa (a)

2. g Premissa(d)

3. —p Modus tollens usando (1) e (2)

4. s—p Premissa (f)

5. s Modus tollens usando (3) e (4)

6. rvs Premissa (b)

T.r Silogismo disjuntivo usando (5) e (6)
8. r—t Premissa (c)

9.t Modus ponens usando (7) e (8)

Como exercicio, justifique que a partir das premissas ndo conseguimos
deduzir que os dculos entdo na cozinha (p) ou no criado mudo (v). °
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ Vamos discutir regras de inferéncia para proposi¢des quantificadas.

e Muito usadas em argumentos matematicos, muitas vezes de forma implicita.

@ Regras de inferéncia importantes para légica de predicados:

Nome Inferéncia Condi¢3o
Instanciago Vx. P(x L.
inclag (x) Iy  para qualquer ¢ do dominio do x
universal P(c)
Generalizacdo P(c , o .
. - L Gy se ¢ é um elemento arbitrario do dominio
universal Vx. P(x)
Instanciago Ix. P(x L.
. ¢ (x) I3 para algum ¢ do dominio
existencial P(c)
Generalizacio P(c L.
) 1 L Gz para algum ¢ do dominio
existencial Ix. P(x)

Demonstracdes
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ | Exemplo 9| Mostre que as premissas

@ “Todos os matriculados em Introducdo a Légica Computacional sGo
estudantes dedicados”

€

@ “Felipe esta matriculado em Introdugcdo a Légica Computacional”
implicam a conclusdo

@ ‘“Felipe é um estudante dedicado”
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ | Exemplo 9| Mostre que as premissas

@ “Todos os matriculados em Introducdo a Légica Computacional sGo
estudantes dedicados”

€

@ “Felipe esta matriculado em Introdugcdo a Légica Computacional”
implicam a conclusdo

@ ‘“Felipe é um estudante dedicado”

Solugdo. Vamos definir os seguintes predicados, tendo como dominio o
conjunto de todas os estudantes:

e M(x): “x estd matriculado em Introducdo & Légica Computacional.”

e D(x): "x é um estudante dedicado.”
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ | Exemplo 9| (Continuagio)

As premissas do argumento sdo, ent3o:

@ Vx:(M(x) = D(x))

A conclusdo do argumento é:

(c) D(Felipe)

@ M(Felipe)

A derivacdo da conclusdo a partir das premissas pode ser feita assim:

Passo
1. ¥x: (M(x) —
2. M(Felipe) —

3. M(Felipe)
4. D(Felipe)

Demonstracdes

D(x))

D(Felipe)

Justificativa
Premissa (a)
Instanciacdo universal de (1)
Premissa (b)

Modus ponens usando (2) e (3)
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ | Exemplo 10| Mostre que as premissas

@ “Um estudante de Introducdo a Légica Computacional ndo leu o livro-texto”, e

@ “Todos os estudantes de Introducdo a Légica Computacional foram bem na
prova”

implicam a conclus3o

@ “Algum estudante de Introducdo a Légica Computacional que foi bem na
prova ndo leu o livro-texto”
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ | Exemplo 10| Mostre que as premissas

@ “Um estudante de Introducdo a Légica Computacional ndo leu o livro-texto”, e

@ “Todos os estudantes de Introducdo a Légica Computacional foram bem na
prova”

implicam a conclus3o

@ “Algum estudante de Introducdo a Légica Computacional que foi bem na
prova ndo leu o livro-texto”

Solucdo. Vamos definir os seguintes predicados, tendo como dominio o
conjunto de todas as pessoas:

e M(x): “x € estudante de Introducdo a Légica Computacional.”
o L(x): " leu o livro-texto.”

o P(x): " foi bem na prova.”
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ | Exemplo 10| (Continuac3o)

As premissas do argumento sdo, ent3o:

@ Ix:(M(x) A —L(x)) @ Vx:(M(x) = P(x))

A conclusdo do argumento é:

(c) Ix: (M(x) A =L(x) A P(x))
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Regras de inferéncia para proposicoes quantificadas

@ |Exemplo 10| (Continuag&o)

A derivacdo da conclusdo a partir das premissas pode ser feita assim:

Demonstracdes

Passo

1. 3Ix: (M(x) A =L(x))

2. M(c) A=L(c)

3. ¥x: (M(x) = P(x))

4. M(c) — P(c)

5. M(c)

6. P(c)

7. M(c) A=L(x) A P(c)

8. Ix: (M(x) A =L(x) A P(x))

Justificativa

Premissa (a)

Instanciagdo existencial de (1)
Premissa (b)

Instancia¢do universal de (3)
Simplificagdo conjuntiva de (2)
Modus ponens de (4) e (5)
Adi¢do conjuntiva de (2) e (6)

Generalizac3o existencial de (7)
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Combinando regras de inferéncia para proposicoes e
predicados quantificados

@ Como MP e Iy sdo combinadas com frequéncia, podemos usar a seguinte
regra conhecida como modus ponens universal:

Vx. P(x) = Q(x) P(c)
Q(c)

@ | Exemplo 11| Suponha que a seguinte premissa seja verdadeira:

“Para todo inteiro positivo n, se n > 4, entdo n? <2,

MPy

Sabemos que a proposicdo “10 > 4” é verdadeira.

Por modus ponens universal, podemos concluir que “10% < 210"
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